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Abstracte algebraicche systemen.

Veerdrscht door W. Peremens in de serie actusliteiten, 28 Mei 1949,

Inleiding.

De sebetracte algebra is oorspronkelijk ontstaan uit een exiova.
tigering van de operaties der klessieke elgebra, zo ontstonden de
lichssmetheorie, de ringtheorie en de groepentheorie, Deze axiome-~
tigering geschiedde enerzijds uit overwegingen ven stijlzuiverheia
doordat in de sxioma's vastgelegd wordt, wet als "glgebraiscal be-
schouwd mag worden, wdrden de bewijsvoeringen van eventuele niet--
algebraische" redeneringen beviijd en wordt tevens bepeald, welke
resultaten wel en welke niet tot de algebra gerekend mogen Worden;
anderzijds echter ter generalisatie: de theorie geldt voor ieder
systeem, dat ~an de axioma's voldoet en niet alleen voor de_ getal-
systemen, wasrcp ven ouds de algebra werd toegepast. Het stelsgel.
dat het meest ssnsluit bij de klaseieke algebra is dat van de li~-
chasmszxioms's,

_ lengzamerhand is men de algebra steeds verder gaan uitbreideun
en generaliseren, Hierbi] vellen nu twee principieel verschillende
richtingen te onderscheidens: 41° Aen de begrippen van een bekend
systeen worden rieuwe Legrippen met bijbehorende axioma's toegevoegh .
Hierdoor worden begrippen en resultaten "glgebraisch" gemeskt, die
dat voordien niet weren. Bekende voorbeelden zijn de invoering‘de:
begripoen fordening" en "waerdering" in de lichsasemstheorie, waerd ooy
perfectisering en limieten hun intree in de algebra deden.

50 et sxiomastelsel van een bekend systeem wordt Iingekrompen of
verzﬁakt en daesrdoor de klasse van beschouwde systemen vergroot.,
Cnder deze categorie vallen natuurlijk, als men uitgaat ven de
licha:mstheorie, de ring- en groepentheorie, maar er zijn legio
andere voorbeelden, Een hierbij vask optredende methode is, det mex
bekende resultaten uit een of andere theorie probeert.te behouden
(evenitueel na enige wijziging) in een systeem met zwakkere condi-

ties. Ben bekend voorbeeld hiervan is de structuurtheorie van Weider-

burn (10) voor hypercomplexe systemen, die verruimd werd tot een
structuurtheorie voor ringen met zekere bijeondities, waarbij deze
laatete langzemerhand steeds verder zijn verzwakt, ‘

We zullen ons hier tot het geval 2° beperken en wel zullen we
twee voorbeelden behundelen van bekende stellingen uit de elemen-
taire groepentheorie, die geldig blijven in meer omvattcnde sysbteniar
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Dit is ten eerste de theorie van de homomorfie er de normale onder-
groepen met de stellingen die samerharigen met die van Jordan-Holder,
en ten tweede de theorie der directe proiuctennmet als doel de stel-
lingern ven Remak-Schmidt, Als inleiding daartoe geven we eerst en-~
kele beschouwingen over een dusdanig begrip algebraisch gysteem als
voor onze dosleinden het meest practisch is,

§ 1. Algemene begripven en eigenschappen. -

Ten Griekse letter stelt een eindig of transfiniet ordegetal
voor, Een op een verzameling gedefinieerde T-aive operstor i
08 s18qs0suns B¢ v...)y O7< T is een functie die aan een willekeu~
rize rij van T niet noodzekelijk verschillende elementen uit de
verzemeling een element van die verzameling toevoegt.

Ben formule gevormnd uit zekere operatoren O, 01,..; Og.""’ é<5/&

ven een verzameling V wordt bepaald door de volgende eisen:

1° ¢e elementen van V zijn formules; '

29 818 Ty Dyseee Lo .n. G<t (&) formules zijn, den is ook
Oé(LO,L1,... Ls ....)een formule;

3° de verzameling der formules is de kleinste die aan 1° en 2° vol-
doet,

In een formule komen dus slechts eindig veel operatoren voor!

Mg

Een algebra is een verzameling, wa:rin bepaalde elementen als vaste
elementen e, €4s5.45 €3 e (A< YY) vitgezonderd zijn, en wasrvij
en stel operatoren O§ (£<vu0 gegeVAn ig, zo dat voldasn is aan een
stelsel axioma's A s Agoeon Ay ool y<f*f;. die de vorm hebben van.
gelijlkheden ven formules waarbij in de operatoren, die in die for-
mules opbtreden als argumenten deels veranderlijken, deels vagte ele=-
menten van de algebre staan, We zeggen dav san een axioma voldaan

1&, als bij iederec willekeurige substitutiec van elementen van de
algebra voor de verenderlijken de gelijkheid tussen twee elementen

der clgebra, die zo ontstaat, vervula is.

Deze definitie 1ijkt zeer algemeen, maar door de eis dat een
operetor voor alle argumentwesrden in de algebre gedefinieerd moet
zijn en det de axioma's de vorm van gelijxheden moeten hebbsn, vol-
doen de gewone lichasamsaxioma's niet aan bovenstaande eisen (uit=
zonderingspositie van de nul bij deling).

Ten deelverzameling B van een algebra A heet een deelalpebra
(of subsz 1gebra) als de verzemeling eeu elgebra is t,0.v. de zelfde
aperatoren als A, Noodze Kelijk en voLdyende daspvar is, dat de veste
clementen tot B behoren en met een asntal elemcnten ook het opera—

torbeeld. In formule uitgedrukt:
€N & B

a,b,'..éB ""} Of(a)bygloc) EB
5
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De geldigheid der sxioma's volgt uit die in A,
‘e beschouwen nu een systeem met één binaire operator ¥(a,b)=ab
(product) en stellen de volgende eisent

I (ab) ¢ = a (be)

II ax =D, ya = b bezitten éen en slechts één oplossing,

Een systeem dat aan I voldeoet, heet een halfgroen (of semigroep;,
éen dat aan II veldoetl cen quasigroep; één dat aan I en II voldoe?
een groep, De eis I is een axiowe in hoververmelde zing we houau
nu aan dat II vervangen kan worden door een stelsel dergelijke axice
mats, We noemen de oplossing van P(a,x)=b s Dr(a,b) (rechtsdeling)
en van P(y,a) =1b 3 Dl(b,a) (linksdelirg). Dat het een oplossing is.
betekent:s Pla, Dr(a,b))=t en F(Di(b,a), a) = b, Omdat de oplcssic
eenduidig is., volgt uit P(e,v) = P(a, Dr(a, P(a,b))), dat |

b = Dr(a, P(a,b)) is en evenzo blijkt b = D1L(P (b,a),a). We stellen
nu de volgende vier eaxiome's cpt ‘

(4):  E(a, Dr(ab))= b
(B8): P(D1(b,a),a) =D
(C)s Dr (a, P(a,b)=D
(D): D1 (P(v,a),a)=D

Nu zijn (A) - (D) aequivalent met II. Dat uit II het stelsel (A)-

(D) volzt, zagenwe al, Neem nu =an, dat (A)-(D) vervuld ic. Dav <.
r{=,x)="b oplosbasr is, is duidelijk, went volgens (4) voldoet
wr(e,o0)., Dat er glechts den oploscing is, bewijet men ale volgt:
Ltel 4ot P(a,e)= b, dan is volgens [0):

Dr(a,b)= Dr (a, Ffa,z))= c,
Evenzo behandelt men D{y,a)= Db,

In een algebra i met een bireire operator P heet een even-
tuele oplossing van P(2,%x)= a een rechtseenheid. van P(y,a) = a
een linkseenhcid. Als er een gemeenscheppelijke oploscing is veor
alle vergelijkingen P{e,x) = a met willekeurige a & A, den heet
deze een rechtséén en ancloogeen linkséén. Een element, detb zowel
links- als rechtséen is, heet een één. Al deze begrippen zijn ten
opzichte van de operator P.

In een quasigroep bzhcort bij iedere a één en slechts ¢één
rechtseenheid en evenzo linkseenheid., Er is dus hoogstens één
rechtséén (evenzo linkséén), Bevat een guasigroep zowel linkséén
als rechtsédén, dan zijn deze aan elkear gelijk:

a X = & voor alle a, dus y x = X
y"')X=y.

ya=a " " a, " yx=
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D35 is dus de één, Eer quasigroep met $én heet in de Amerikaanse
literatyor  een %ggp (lesteriijiks LU&8) .

Voor de voorwsarie IT Teshoat nog een wijze van uitdrukkihg,
dle in sommige geveller zekere vooraeslen biedt, Tefiniser functies

f %) en g, %) door de devinitiess

fa(x) = 8 X
ga(x} = X a,

dan is voorwasrde II juist eecuivalent met de bewering, dat deze

functics eeneenduidigs afbeeldingen ven de veraam@J¢rg 0p zichzelf )
ijn. .

e leiden nog eens \A) ‘D) uit decne eis van e2neenduidigheid op af,

oudat dit vcor de axiome's (C) en (D) misschien een natuurlijker

£

afleiding gseft,
Gegeven im dus dab
(y) = Pla,x)
&, ( ) = Plx,a)
eeneenduidige afbeeldingen op ziin, Ui% op alleen volzt dat ieder
element b besld van f, 1=, d3t ex cdus ©ij b een origineel te vinden
ig, Doet men voor lOQt““ b een keuze den ontstaat een funotie
1 . . . -
T (%) =Dr(a,x). Blijkbaar is dan:
-1 .
L2l /-
LS, fa \0) = b
£ Pla, Dr(e,b))= b, bit a (1),
Uit ds eeneenduidigheid volgs nu 0ok cmzekeerd: , A
h"‘-1. 4
s Tgib) =0
of Drla, 2(a2.9))=" .,  0it ig {C)

Aanaloog voor (B) en (D), De oflaiding toont fnidelijk de betekenis
ven de symmelrie van de formules (A) en (C) (rasp. (B) en (D) ),

§ 2. Homomoriie, |

_ Bea komomorfie is een afbeclding van een algebra A op een an-

dere algebra A': at' = 1Q(4) nodat met de vaste elementen van A

de overeenkomstige veste clementen ven A« sorresponderen en hed

beeld van eexn operator gelijk is aan de overeenkomstige operator

ulitgeoefend op Ge Leelden: 7
S% = %%( exX‘

’ : “
Oé (9(8:),..;) = 8'(0 ‘f (‘3"...(\/)
2

2
Len eeneenduidige homcomorfie hect een isomorfic,
Met een homomorfie A -+ A' corresyordeert (zoals trouwens met
ledere afbeelding) een klasse-inceling ven A, n,l. in klassen van
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<lementen, die hetzelfde '.eeld hebben: a=b, als *(a) = 4N (D)

(reflexiviteit, symnetrie en transiviteit volgenuit de ovsreenkom.-
stige eigenschappen van de gelijkheid in A'), We noemen de klassen
K(a), det is de klasse die & bevat. Dus K(a)= K(b), ale.S(a)= S (b).
We sunnen nu de verzameling der klassen weer tot een algebtra mekzn
door de volgende definities van vaszt:z elemensen By en operetoren (::

E;\ = K(e/'\ )
O€ (K(a),.,,.): K(Ué (8"‘0-.) )
De definitie van de vaste elementen is gerechtvaardigd omdat bij
verschillende e)x enh ey o0k verschillende klassen beheoren (ver-

schillende elementen in £'), en die vande operatoren, omdat als
K(a) = K(8)yvu., Ad.w.2, 49(a>= é%(é),... dan geldtb:

A0g (25...0)=0) (Ha),...) = 0% (P(@),..0= D0g (&...)
dus :

‘K(Oé(a,...))= K(0g (&,...)),

en de definitie is onafhankeclijk van de keuze ven de elementen in
de klessen. Adan de axioma's van een algebra is nu ook voldean. Laat
een axioma zijn: ‘ ' ‘

Oé(OrL 500000(8',0---.) .t'oco)z OC (.ouo(b,bc..)..ol)
met eindig veel operatoren, dan is door irductie in te zier, dat
geldt: ‘

0p (0 wvvv (K(8)yuui) e )= K(Og (0 cun(aren)enil))
enlO¢(onlo‘(K.(b),oooonﬁ.)utl.).—— K(Og (C.Q'Q‘.l(b’.lt).|0..>)‘

En dus is:

04 (0 (K(&) s 0vvin )i )= 0 oo (KDY )oY,

Als in het oorspronkelijke axioma ergens een en optreedt, kLomt in
het nieuwe axioma automatisch op dezelfde plects E, te staan,
Nu is deze nieuwe algsbra X(A) isoworf met A' op grond van de af-
beclding v, met de definities

o (K(a)= P(a).
Veze definitie is gerechtvaardigd, want als K(a)= £(a)is, is
-49(&) =€%(5), dus

0 (X(a))= 0 (K(2a))

Verder is

ey = DPlen )= 6 (Klea ))=0 (By)



G
en 0} (o (K(a))p..,.)' Ok («9(a),0.)=‘ Oé(a,...))- 9 (K(oé(e..))k

EPEEA {:(J . iK(a),uot))'

Ay

Tenslotte is de afbz2elding 0 eencenduidig, want uits

Dner ieder homomorf beeld ven A dus izomorf ig met eecn klagece~in-

delingselgebra X(A) van A, kuaren we ons tot de leatete veperken ern
voorce homomorfietheorie slechts é4r elgebra A gebruiken, De afbeel-
ding is den a--3X

2y,
Nu is omgekeerd de vrcag, welke klaste-indelingen tot eenYmét
A homomorfe sligevra aanlezdlng geven, Cegeven is dus een klasge-
inceling K(2); vorm de afbeelding - Q‘(a) = K{a), Er moeten dus ope-
rzvoren voor X(:) kunnen gedefiniserd worden volgens de formule:

Og (K(a),...0= KOs (250,007,

Noodzzkelijk hiervoor is, dat uib K(a) = X(%) volgt zK(Oé(a,a..)):
K(Oé (b,...)), d.w.z. 2ls men in een operchor de argumeuten telkens
vervengt door elementen uit eenmzelfic klasse, ”an Plijft het resul-
tazt ook in dezelfde klagse., Dit is echnier ook voldoence . mits de

= K(ﬂ ) alle verschillend zijn. Aan de a2xjoma's is voldaan,
wcat door eindig vask toepsssen van de derdinlitie vindt men voor
formulaess

O (hrev it (B(E) 50 e ) ee )= K (00 i(Brenn)vnnnd))

RS CRTTTRE¢ <O IO E S (T DRI C TR PR b
Als dus )

O{ (.....,(a,....),.....)

Qal’l i'S}:{(O{('nouo(eayﬁno'q‘/o’o-o})

fCeeaa(®yiie)nnad)
cee(Dyeved)eneed))

i
= O
T
<
vy
7N
E
*

en aus i .
Oé(.coog(K(a)oo-o)‘ono) xOé(.ap!(z{(b)o¢oo)o.-oo)0
erder ig de efbeelding een homomorfie, want:

Oé (49("">a,.-) = Oé (K(a)a...) I{ \)g (C.a-.)) 7%(0‘5 (a"oo))
en Ep =K(gy)= (e ).

De stellingen ven de groepentheorie over homomorfie berusten
op de begrippen normale oundergroep en nevenklasse d.w,.z, de klasse-
indeling vaneon groep . is 20, dat dén der klassen een ondergroep
é%zis en een willekeurige klasse K(a) kan worden voorgesteld als
aJ%(de verzemeling der elementen ebh met h fl%g) of als Ja.
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e stellen nu aan deo algebra A eerst de eis, det iedere klas-
se-indelingsalgebra een xlasce bevat, die deelalgebra is, Nu is
gpeciazl de identieke aflLinlding een homomorfiej de bijbehorende
Klasse-indeling is die wasrbij iedere klasse één element beval,

Voor Gezme Lklasue-indeling Juads de eis dus, dat de algebra een deci-
algebra bevet, die uit &én elemeont hentast, Noemen we ait slemen®
e, den behtekeni dit volgens de els Voor eci deelalgedras

i
Oé (e?eyoacnegqg;.) = &

d.w.z, e is idempotent t.5.v. alle cperatoren, .

Deze eis is au echber 0ok voldoende, Stel dét de algebra één
en slechts één vamt eloment N hevet on verder o.m, &2 volgende
axiometls:

( 2 _
OE \e.G‘r. \O_Quohqeogae;\g) b= eo ,§< Ay o

(Het is niet strikt ncodzelelijk, dat deze gelijtreden onder de
exioma's voorkomen, &ls ze mear uit de exioma’s afgeleld kunnen
i een homomorfie bekorcundz 712000 in-
deling een klasse, Gie deelalgebrs iz or w2l Ae klasee K(e,), die
het alewent = bevel. wierveoy agelits * ’

worden), Gan beval iedere bi

Oé (l{(e,\?‘)ﬁ K(eo))ovo :K(_eo)n;iﬁ)z K(oé (eo!eo"t5‘600'¢)1
ﬂ(eo)
en de klesse K(eO) is indcrdaed idempotent,

76 noemen een deelalgebra ¥, die als K(eo) bij een homcﬁorfie kan
ontreden, sen noriele Jeeleluebra, Ock noemer we N wel de kern van
de homomorfie en &2 klagse-indelingsalgebra die bij N hoort de
tactoralgetre a/N.

Aan de cisen van een aslgebra mel geen of één vest element is
steeds te voldcen doorew ulh één olement e bestasade algebra b
{cat element is dan eventues) tevens het vaute element), als we
veststellen dat e idempotent is t.0.V, alle operatoren, leder axio-
me. krijgt dan nl. de verm ¢ = €. Bovendier is B steeds homomorf
beeld ven een willekcurige dergelijxe algebra, O grond vende af-
beelding ég(a)': o, Immers eventucel is

e

O = o
‘ . AR s, g s
en gteeds i3 O'c (<{a),c. . 0)= O'g(e,e,,..en...)= e =A0(ayee.))
3 S €
De bijbehorende vissce-indeling ig die, waesrbij A voor zichzelf

één xlasges vormh.
rospentheorie voort te kunnsn zeoheo

43

Om nia Ge zaelozie mel de
nemen we a=zn, 2% er onder de operatolen een bipaire operator

PN

P(a,b) voorkomt. alz na voox iefere hozomarfie van A met Xlagne-
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indeling K(a) en kern N = K(e,) geldt, dat K(a) = P(a,N)= P(N,a)
(we verstaan onder P(a,K) weer de verzeameling van alle P(a,n) met
ng& N en aneloog in alle andere dergelijke gevollen), den kunnen we
dit ellereerst toepassen op de identieke isomorfie, waerbij N= e
is. Dan wordt het:

0

a = P(ayeo) = P(eo;a)

.dus het vaste element e, is één t.o.v. P.

Nemen we nu de homomorfe afbeelding oo E, wazrbij N = 4 is, dan
wordt het |
: A = P(a;4) = P(A,a)

d.w.z, de functies
£ (x)

P(a,x) | L
g, (x) |

P(x,a)

H

1

zijn efbeeldingen van A op zichzelf voor iedere a €A,
Deze voorwaarden zijn dus noodzakelijk, Eet aangeven van noodzake-
lijke en voldoende voorwaarden is niet eenvoudig (zie voor kwes-
ties die met deze verwant zijn: Bruck (4), Hausmana & Ore (5),
Murdoch (7) ). Voldoende is echter in ieder geval dat £,(x) en
ga(x) eeneenduidig zijn, d.w.z. dat er operatoren Dr(a,b) en
D1l(e,b) bestaan, die aan de eisen (&) - (D) uit § 1 volcoen.
Je homomorfie-eis is voardeze beide operatoren automatisch vervuld,
als hij voor P vervuld is, immers als a —a'y, b —> b', ¢ —>c' en
" Dr(a,b) = ¢, d.w.z2. P(a,c) = b, dan volgt dearuit P(a',c')= b' en
dan ock Dr(a',b')= Dr(a', P(a',c') )= d', Evenzo voor D1,
Nu geldt in ieder gevalvoarde verzameling L = P(a,N) dat L e« K(a).
Dus: _

N = Dr (a, P(a,N) )= Dr (a,L) < Dr (a,K(a) )
Het laatste 1lid ligt in één klasse, die blijkbaar N moet zijn (in-
derdasad is Dr(a,a) = eo). Dus is

Dr(a,L) = Dry(a,K(a) )
P(a, Dr(a,L) )= P(a, Dr(e, K(a) )

L =K(a) .

Bvenzo voor P(N,a).

Zo zijn we gekomen tot de theorie van een loop met operatoren
Hiervoor kunnen de bekende homomorfie-eigenschappen ven de groepen:
theorie, die leiden tot de stellingen van Jordan-folder met de
generalisaties van Schreier en Zassenhaus (zie Zassenhaus (11)) af-
geleid worden, Dit is te vinden bij Albert (2) en Baer (3). Baer
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sluit zieh neuw san bij het 'groepentheoretische bewijs, 2ijn grond-
gedachtc is, steedg de normale declloops te karaktcriseren els
kernen van homomo;fieén, en gecn gebruik te meken ven de in de
grepentiieorie gebruikelijke kzraklcrizering: a N = N alkij wijkt
op één pleats ven dit Joor hem zelf geformuleerde princips af, n.l,
in zijn lemme 1 van § 2; dat is echter heel eenveudig te verhelpet., .
Op die wijze lukt net op verrassend eenvoudige wijze nct gebruik
ven de associatieve wigenschap %e vermijden. Um een idee te geven
. van de gedachtengang reprolduzeren we het bewijs van de eerste iso~
morfiestelling.
Allerccrst een alzemene opmerking over algebra's, De doorenede van
- willekeurig veel deelalgebra's ven een algebra A is weer een alge-
| bra, Neem’ men sen willekeurige deelverzeueling V van een algebra
e d6”1dlﬁ brats Cle V wevethen niet
e doorsnede daarvan is weer een deel-

A dan is de verzawmeling van d
leeg (immzrs A hevat V), =n d
s.algebras de kleinste deelalgenra die V bevat. We noeuen deze de
door V voorigedbrecehte elzebra {V}] :
Hulpstellineg: Als S een normele decelloop ven een loop L is en T
een deelloop van I daun ie S~ T een norm2lc déelloop van T .

Bewijs* Er is een homcmoxiie & van L met S als kern, Past men den:
toe op T,dz2rn is de kern ST, |
Stellings Als de loop L veortzebracht wordt door de deelloop & €
’ Te L = {‘ T en 8 ig normuel in L, dan is {S,T} = P(3,T7) en
- P(°’*%s is iscnori mei TfS‘xT o
Bewljs: Beschouw ecn qomouorfie §Lvan I wet S als kern, den is
blijkhasr 2L = 34 R 1>a 1% = +T; dan bij icdere x € L
ig een t & 1, zodat Ox = 0n, dug is x = P{s,%) dus
. T c 'P(S ‘-,T‘) 1 . (
., mear uiteraard is duz T = P(S,T) .
| P(g,1) < L |
Dat ST normaal is in T voligt nit de hulpstelling. L 2n T hebben
hetzcifde homomorfo beeld J = L =T t.0.v, > en Ae;fﬁﬁ\reap.
S en SNY, Eiemiy volgh dot J jsomorf is nmowel met ""J /S als net
" T/Snm° deze z;wn dua ook onderling isomort.
8 bethuplin Yii Alvert (2) VLevust cop een eel 2nlcre ge-

dachte ., die inberessaut genoeg 18 oM hier in het zert weergewveven

te worden,
Bij eecn wi Jlﬂkaurnpe verzemeling V vormen alle ec“e'nduLitgﬁ

afveeliingen ven ¥ op zicnzeld wpernutaties van V) reen groep { ;

alg nen het prodved wan twee permutatics definiesrs aly d2 pelifli-
tetie, diec ortgteat door de twae cerrutacies na elkaar 135 He voe -

RGP
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eemt men nu als verzameling een guasigroep L, dan zijn de afbeel-
dingen T (x) = P(a,x) en ga(x) = P{x,a) permutaties, Dez¢ brengen
€2n ondergroep JZ van{gavoort. In hiet geval dat L een loop is, is
Jeze verwantschap tussen T enﬁ% zecr vruchtbaar,omdat er een cor-
vesgpoadentiie bestaat tussen de normals declloope van L en de nor-
nale onlergrocpen vanf%g, 0D groand van de volgende stelling (zie
Albers (1)) ' ’
Lcdere normale deelloop van een loop is de becldverzameling van e
Y.0.V, €en normele ondergroepaﬂ”vanc%fen omgelkeerd,

liet behulp hierven kan het onderzoek tot dat van groepen .
teruggebracht werden, Het enige nadeel ig, dat de groepentheorie
voorondersteld wdrdt, hetgeen bij Bacr niet het geval is, ’

o

§ 2. Directe_producten,

Onder een (uitwendig) direct product A x B van twee algebra's
A (met vaste elementen e} en operaloren Qf) en B{met vaste elemen-
ten e;' en operatoren O?') verstaan we de verzameling ven de ge-
ordende parens '

(a,b) met ag A. be B,
met als vaste elementen €X'' = (ef , el')

en als operatoren OV ( (ao, b

; )b (1:09) )20 (agr8q. ),

Oé_'(bo, b1)....) ).

det is duidelijk dat A x B dan ook een algebra is, d.w.z. aan de- .
zelide axioma's voldoet, In de groepentheorie correspondecrt met

dit directe product een opbouw van hst product uit 213h5¥%§%0ren, i@i
met dien verstande, dat A x B cndergroepen A en B bevat die iso-

morf zijn met resp. A en B op grond van de toevoeging resp, ,
a—~—»(a,e) en b—> (e,b), zodanig da’t ieder element van A x B een-
duidig te schrijven is als product van een element van X en één van

3 op grond van de relatie (a,b) = (a,e)(e,b).

Laeten we dit proberen over te brengen op een algebra A, Stel dat

voor een vast element e'' van B de verzameling (a,e'')(ae A) een

deeldlgebra is, dan volgt uit:

o

0" ( (ays €™M,y (84, e yunin)= (Oé (ay, a1....),0}$'(e.",e"n.)v‘

dat O?'(e",e",..,) = e'' is; dus e'' is idempotent. Evenzo een
idempotent element e' in A, Verder nemen we in overeenstemming met
de groepentheorie het bestaan aan van een binaire operator P(a,b),

zo dat (a,b).—: P((a,e"), (e',b)) = (P(a,e'), P(e”yb))

dus a = P(a,e')
b = P(er',D)




A
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We moeten dus van het idempotente element e eisen datb het één
t.o.v, P ig, Deze eigen die ncodzakelijk zijn om het uit de groe-
penuheorle bekende begrip direct product tc kunnen delinitren zlin
nu ecater ook voldoende om de uit de elementaire groepestheorie
bekende etellingen over directe procucten inclusief dc S+elllu-a
ven Remak  en Schmidt (nic L-m3k (8) en Schixidt CanoEo Drwiiven.
Do algebra bevat dus o,m. een vasy clemant ¢, en o,m; 28N 0poraLy”
P(z,b) en o.m, de volgende aviom=z'3t

P(a,e) = a

P(e,a) = a

qg(eye:-.peg...) = &

(of deze gelijkheden zijn uit de axioma's af te leiden),
We kunnen den een vegrip "inwendig direct product" als volgt deli-

) . /
‘nicren (zie Jonsson & Tarski (6))s

A heet het inwendigs 'directe product van twee deelalgebrats B en C
alg voor ledere a€ A geldt:
a = P(b.c) met beB, cel

en er verdér geldts
als by, ’bzéB; cys Co&€C en P(b,l, 01) = P (b2, 02), den is:
by = b, eu 01‘= Co} '
als b‘i’ bzg B, Cqs CoE€ C, den is:
«?(P(b1v 01>9 P(bgs 02) ) = P(P(b1tb2)) P(01202) )s

als bo’ b1...;éfsen c Cq +.4 €0, dan is:

G!
0g (2o, cg)r B{ogs oq)eii) = B(Og(byy Dyy.nl)y Oé(oo,cq...‘)),

Het uitwendige directe product wordt gedefinieerd door paervorming
alg boven,

Nu geldt echter de volgende

Stelling: Als A, B en C algebra's zijn (A met enkelvoudig, B med
dubhel en C met drievoudig geaccentueerde operatoren), dan is nodig
en voldoende opdat A izomorf is met B x C(uitwendig direct product),
dat er deelalgeorais B en § van A bestaan, zodat 4 inwendig direot
product van BenC is en B isomorf B en C isomorf C is,

Bewijs: Noodzakei ij&s Iaat A isomorf 3 xC zijn, Beschouw dan de
isomorfe afbeelding v q’van B x C op A en de deelversamelirgen B vor
A bestaande uit ¢%gh", et) (b'' willeksurig in B) en T bestacul
nit-He'', ¢™) (o™ willekeurig in c¢). Dat B en T leelelgehra's

van A zijn.dat A inwendig direct product van B en € iz en dat 3
igomerf met B ein § isomorf met C is, is zeer eenvoudlg 5 bewijec

"]

i
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°, Voldoende, Nu is gegeven dat A inwendig direct pvg@:
is en Gat B isomorf met B en T isomorf met C is. Ve :
nitwendige directe product van B\eniﬁ, dan is cenvoudig §@§§@§ﬂ
Sot o dearmee isomorf is, en qus is A ook isomerf met hel uitwsne
Jige directe product B x C van B en C, V :
hiervan uitgaande kan nu de theorie verder opgebouwd worden {@i@
 Jénsson & Tarski(6)). De opbouw is echter wel nog essenticel geeoms
nliceerder dan in de groepentheorie omdat ‘de begrippen centrum en
certrale isomorfie, die in de theorie vam Remak en qumidf een 2o
Yelangrijke rol spelen, niet ommiddellijk gegeneraliseerd kunﬁ&@
worden, Het lukt echter toch met wat meey moeite deze begrippen £9
te cefiniéren dat ze voor de directe producten dezelfde plaate kun-
nen innemen, als ze dat in de groepentheorie deden, Evenals bij de .
~ homomorfietheorie is hef dan ook hier gelukt de associativitelt ges
heel uit te schakelen, - 1

~
.
t
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